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• 金子元助教（Borel 予想と一様分布）√
2 = 1.41421356 . . . の10進小数表示は乱数？

たとえば 0 でない数はどの程度でてくる？

• 佐垣大輔准教授：表現論と組み合わせ論
行列式とは何者か？それ以外に良い不変式は存在するか？

群の対称性を記述する直交多項式。

• 秋山茂樹：準周期系と数論
準結晶の簡単な構成

結晶の成長速度、結晶の形を決定するモデル
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　Discrepancy

[0, 1] の n 個の点集合 A = {a1, . . . , an} の Discrepancy を

D∗
n = sup

x∈[0,1]

∣∣∣∣#{A ∩ [0, x]}
n

− x

∣∣∣∣
と定義する。二次元なら

D∗
n = sup

x,y∈[0,1]

∣∣∣∣#{A ∩ ([0, x]× [0, y])}
n

− xy

∣∣∣∣
とする。一般の次元でも同様に定義できる。
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数列の Discrepancy

実数列 ω = (xn) にたいして n 番目までの小数部分をとっ

てDiscrepancy D∗
n(ω) とおく。 limnD

∗
n(ω) = 0 が成り立つと

き数列 ω は一様分布するという。

したがって Discrepancy は一様分布へ近づくスピードを評

価する量である。数列と点集合での Discrepancy の違いは後

から重要となる。
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Roth の定理

ある正数 C があってd 次元の任意の数列に対して、

D∗
n(ω) ≥ C

logd/2 n

n

となる n が無限に存在する。
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Schmidt の定理

ある正数 C があって1 次元の任意の数列に対して

D∗
n(ω) ≥ C

log n

n

となる n が無限に存在する。
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　数値積分

リーマン積分 ∫ 1

0

f(x)dx

は　0 = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = 1 という分割に対して

n−1∑
i=0

f(xi)(xi+1 − xi)

という近似を考え、分割を細かくしていった極限として定義
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される。等分点をとると

1

n

(
f

(
0

n

)
+ f

(
1

n

)
+ · · ·+ f

(
n− 1

n

))
のような和となる。
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問題点

• 高次元化したときの計算コストが高い。md 個の点を用い

ても誤差は O(1/m2)。（次元の呪い）

• より精密に計算したいとき、以前の計算結果は役に立たな
い。（ダイナミック計算でない。）
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モンテカルロ法

(wi) を乱数列とすると

∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

f(ωi)

によって積分が計算できる。この方法は高次元化も容易で

あり前述の二つの問題点は解決する。この改良版は現在も様々

なところで利用されている。収束の速度は確率的に O(1/
√
n)

である。（大数の法則）　
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問題点

• O(1/
√
n) なので収束が遅い。

• 厳密な誤差評価ができない。

• 計算の正しさが確率的にしか保証されない。
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Koksma-Hlawka の不等式

実数列(xn) について∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
i=1

f(xi)

∣∣∣∣∣ ≤ D∗
n(xn)Var(f)

が成り立つ。 V ar は f の全変動である。特に一様分布する

場合には数値積分の方法を与えていると考えることができる。

高次元でも同様の不等式が存在する。
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準モンテカルロ法

Koksma-Halwka の不等式により、Discrepancy が低い列を

用いるとモンテカルロ法よりも高速に収束する。誤差が厳密

に評価される。

D∗
n(ω) = O(log

d n
n ) の成り立つ数列を Low discrepancy

sequence という。
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Van der Corput 列

一次元の Low discrepancy 列として著名な列。二進法で自

然数を表示し、その逆読みを行って構成する。

0 = 0 → .0

1 = 1 → .1

2 = 10 → .01

3 = 11 → .11

とすると
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D∗
n(ω) ≤ C

log n

n

という最良の形の評価ができる。(Schmidt の定理参照）定

数の大きさも含め、これよりも Discrepancy の低い 1 次元の

数列は知られていない。
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Van der Corput-Halton 列

互いに異なる素数を用いて高次元化すると Low discrepancy

列が得られる。Van der Corput 列は２進法で構成したので

(ϕ2(n)) とかけば、

(ϕ2(n), ϕ3(n), ϕ5(n)) ∈ [0, 1)3

のように小さい素数を順に用いて高次元の数列をつくる。こ

の方法で

D∗
n(ω) ≤ Cd

logd n

n
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という形の評価ができる。定数を除いてこの評価が最良の

形かどうかはd ≥ 2 では歴史的未解決問題。
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問題点

残念ながら係数が大きい！

lim
d→∞

logCd

d log d
= 1

なので Cd は d が大きくなると dd のように非常に早く発

散する。
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Niederreiter の (t, s)列

Niederreiter はこの問題を (t,m, s)-net と (t, s) 列という概

念を導入して克服した。すなわち

D∗
n(ω) ≤ Cd

logd n

n

かつ Cd が急速に減少する列を代数的（有限体上の形式冪

級数をうまく選ぶ方法）に構成した。

この列を具体的に求める計算は高次元になると大変とな

る。
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(t,m, s)-net と (t, s)列は、現在も様々な数学の分野と関連

して発展している。

• 代数系（群、環、体、代数）

• 力学系（Perron-Frobenius 作用素）

• 幾何学的 Ramsey 理論
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